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Motivacion

\4

Figura: ¢De cuéntas formas se
puede separar un conjunto de

datos?
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MVS

Figura: ¢ Cual de ellas es la mejor?
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MVS Lineal

Formulacién

Iniciemos con algunos supuestos:

@ Para formular la idea basica de la MVS es util comenzar con el
caso mas sencillo — linealmente separable .

@ Se tienen L puntos de entrenamiento {x;, y;}.
@ x; € RP representa un vector de entrada de dimensién D.

@ Dos clases posibles: y;=+10 y; = —1
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MVS Lineal

Formulacién

El hiperplano separador se puede definir de la siguiente manera:
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MVS Lineal

Formulacién

El hiperplano separador se puede definir de la siguiente manera:
w' - x+b=0 (1)
donde:

@ w es un vector normal al hiperplano

° ﬁ es la distancia perpendicular del hiperplano al origen
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MVS Lineal

Formulacién

El hiperplano separador se puede definir de la siguiente manera:
w' - x+b=0 (1)
donde:
@ w es un vector normal al hiperplano
° ﬁ es la distancia perpendicular del hiperplano al origen

Para determinar el hiperplano separador, es posible utilizar a los
puntos Xx; que se encuentren mas cercanos.
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MVS Lineal

Formulacién

Clase 1

Clase -1

dp

Figura: Idea general de la Maquina de Vectores de Soporte
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MVS Lineal

Formulacién

Para encontrar el hiperplano separador mediante la MVS, se necesita
encontrar aquellos w y b tales que

w’ . xj+b>+1 paray;=+1 )
w'-x;+b< -1 paray=—1 (3)
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MVS Lineal

Formulacién

Para encontrar el hiperplano separador mediante la MVS, se necesita
encontrar aquellos w y b tales que

w'-x;+b>+1 paray=+1 (2)
w'-x;+b< -1 paray=—1 (3)

¢ Cémo se pueden combinar las ecuaciones 2 y 3 en una sola?
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MVS Lineal

Formulacién

Las ecuaciones (2) y (3) se pueden combinar convenientemente en
una sola ecuacion:

yiwT - x; + b) > 1 Vi (4)
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MVS Lineal

Formulacién

Las ecuaciones (2) y (3) se pueden combinar convenientemente en
una sola ecuacion:

yiwT - x; + b) > 1 Vi (4)

Las ecuaciones de los hiperplanos H; y H> de soporte (uno para cada
clase) se encuentran dadas por:

w'-x+b=+1 para H; (5)
w - x+b=—1 para H (6)
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MVS Lineal

Formulacién

Clase 1

Clase -1

dp

Figura: Idea general de la Maquina de Vectores de Soporte
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MVS Lineal

Formulacién

Idea Principal de la MVS

Hacer el margen de la MVS (d; + d) lo mas amplio posible.
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MVS Lineal

Formulacién

Idea Principal de la MVS

Hacer el margen de la MVS (d; + d) lo mas amplio posible.

Problema

¢ Cuanto mide ese margen?
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MVS Lineal

Formulacién

Determinar el valor de
di + db para la MVS.

Tip: ( CoOmo expresar la

distancia en términos de w

por medio de un vector
normal a w?

Luis Norberto Zuiiga Morales

Clase 1

Q
— 2
wr+b=1 ) ¢>
Q
wa: +b=-1
o .
Clase -1
(mi, yi)

A\ 4

Figura: Ide
Vectores d

MVS

/dl\\ <
dy

a general de la Maquina de
e Soporte
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MVS Lineal

Formulacién

El margen de la MVS esta dado por

2
h+th=z=—.
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MVS Lineal

Formulacién

El margen de la MVS esta dado por

2
h+th=z=—.

Margen de la MVS

Para hacerlo lo mas amplio posible, debemos minimizar ||w/||. El
problema de optimizacién resultante es:

min ||w||
sujetoa  y;(w’ - x;+b) > 1
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MVS Lineal

Formulacién

¢, Problema?
¢ Hay algun problema con la funcién ||w/|| al momento de diferenciarla?
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MVS Lineal

Formulacién

¢, Problema?
¢ Hay algun problema con la funcién ||w/|| al momento de diferenciarla?

El problema de optimizacion en (7) puede transformarse de la
siguiente forma:

1 5
min EHWH

sujetoa  y;(w’ - X;+b) > 1
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Recapitulemos...

Hasta este momento hemos hecho lo siguiente:
@ Yatenemos la idea basica de la MVS.
@ Encontramos cuanto mide el margen amplio.

© Determinamos co6mo maximizar ese margen.
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Recapitulemos...

Hasta este momento hemos hecho lo siguiente:
@ Yatenemos la idea basica de la MVS.
@ Encontramos cuanto mide el margen amplio.
© Determinamos co6mo maximizar ese margen.
¢ Qué sigue?
@ Resolver el problema de optimizacién.

@ Plantear su implementacion practica.
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MVS Lineal

Resolucién del problema de optimizacion

Plantear los multiplicadores
de Lagrange.

Resolver las ecuaciones

resultantes.

Considerar todas las
restricciones del problema.

=} = = = E DaA®
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

El problema de optimizacion

1 5
min EHWH

sujetoa  y;(w’ - x;+b) > 1

(11)
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

El problema de optimizacion

1 5
min EHWH

sujetoa  y;(w’ - x;+b) > 1

Vamos a utilizar multiplicadores de Lagrange «, donde «; > 0 Vi.

(11)
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

El problema de optimizacion

1 5
min EHWH

sujetoa  y;(w’ - x;+b) > 1

Vamos a utilizar multiplicadores de Lagrange «, donde «; > 0 Vi.

1 .
Lo = 2 IWI?  aly(w” - x,+b) 1 i

(11)
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

El problema de optimizacion

1 5
min EHWH

sujetoa  y;(w’ - x;+b) > 1

Vamos a utilizar multiplicadores de Lagrange «, donde «; > 0 Vi.

Lp = 21|~ aly(w - x;+6) ~ 1] i
L

= JIWIP 3 ailyi(w” - x + b) 1] (10)
i=1

(1)
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

El problema de optimizacion

1 5
min EHWH

sujetoa  y;(w’ - x;+b) > 1

Vamos a utilizar multiplicadores de Lagrange «, donde «; > 0 Vi.

1 )
Lp = 5||wi[® — aly(w' - x; +b) — 1] Vi (9
1 _ T
=§HWH > ailyi(w’ - x;+ b) — 1] (10)
i=1
1 L - L
=§HWHZ—Za,-y,-(W Xi+b)+ > o (11)
i=1 i=1
MVS 15 de agosto de 2022 16/29



MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Consideraciones al momento de optimizar
Se deben encontrar w y b tales que minimicen

1 2
min = ||w

sujetoa  y;(w’ - x;+b) > 1

Luis Norberto Zaiiga Morales MVS

15 de agosto de 2022 17/29



MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Consideraciones al momento de optimizar
Se deben encontrar w y b tales que minimicen

.1 >
ot e
sujetoa  yi(w' - X; +b) > 1

y los «; > 0 que maximicen

~

1 L
Lp = Sl[wl? = 3 ciyi(w’ - X+ b) + 3 aj. (12)
i=1 i=1
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Funcién a diferenciar

~

1 L
Lp = E”WH2 - Za,yi(WT-x,-+b) +3 o

i=1 i=1
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Funcién a diferenciar

~

1 L
Lp = 5llw|? = > aiyi(w’ - xi+b) + 3 ai.
i=1 i=i

Ejercicio
Diferencien ILp con respecto de w y b, igualando las derivadas
parciales a cero:

Ap .
o oY
ap .
oo =0 )
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Funcidén a diferenciar

~

1 L
Lp = §||W||2 — > aiyi(w’ X+ b)+ > a

i=1 i=1

(14)
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Funcidén a diferenciar

~

1 L
Lp = §||W||2 — > aiyi(w’ X+ b)+ > a

i=1 i=1

Diferenciemos ILp con respecto de w y b, igualando las derivadas
parciales a cero:

(14)
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Funcidén a diferenciar

~

1 L
Lp = §||W||2 N aiyiw" X+ b)+ > o

i=1 i=1

Diferenciemos ILp con respecto de w y b, igualando las derivadas
parciales a cero:

JdLp L :
w =W — E aiyixi=0=w= E Q;YiXi (13)
i=1 =1

(14)
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Funcidén a diferenciar

1 L
]LP=§||WH2 ZO‘/}// w’ - Xj + b) + Z
i=1 i=1

Diferenciemos ILp con respecto de w y b, igualando las derivadas
parciales a cero:

JdLp L :
a7W=W—ZO¢,‘}/,'X,'=O:>W=ZC¥i.ini (13)
i=1 =1
L
aLP Zalyl = (14)
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Ecuaciones hasta el momento

dLp £ -

T - w— E aiyixi=0=w= E QiYiXi
i=1 i=1

lp &

ob = 2 i =0

L
I[4P=§||WH2 ZQIYIW - Xj+b) + Z
i=1 i=1

Sustituyan 2:2 y 22 en Lp.

ob
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Al sustituir las ecuaciones (13) y (14) en la ecuacion (11), se obtiene
una nueva ecuacién que depende de «, por lo que hay que maximizar:

L L
1
Lp= Z o — > Z aiojyiyiXi- Xj, ;> 0, Z ajyi=0 (15)
i=1 i=1

i\j
L 1
= Z af — E Z Oé,'H,'jOé/’, H,'j = y,'ij,' . Xj (16)
i=1 ij
L 1 L
= ZO&,’ — EaTHa, aj >0, Za,-y,- =0 (17)

]
-

i=1
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Dual y Primal del Problema de Optimizacion

A la ecuacion:

L L
1
LD=Za,-—§aTHa, a;>0, > ayi=0
i1

i=1

se le conoce como el dual del primal:

~

1 L
Lp = 5[lwi? = > aiyi(w’  xi+b) + 3 ai.

i=1 i=1

Hay que maximizar LLp, o bien, minimizar Lp.
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion
El problema de optimizacion luce de la siguiente forma:
L 1
e L T
max 21: Qi = 50 Ho
1=
sujetoa «a; >0 (18)

L
> aiyi=0
i=1
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion
El problema de optimizacion luce de la siguiente forma:
L 1
e L T
max 21: Qi = 50 Ho
1=
sujetoa «a; >0 (18)

L
> aiyi=0
i=1

Problema de Optimizacién Cuadratica

El problema de optimizacion anterior se le conoce como un problema
de optimizacion cuadratica.
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Falta encontrar wy b
w se puede encontrar de la ecuacién:

oL
8“": =Ww-— ZOZIYIX/ O=w-= ZQIYIX/
i=1 i=1
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Ejercicio
Para encontrar b, cualquier punto xs que funcione como vector de
soporte satisface la ecuacion

Ys(Xs - W+ b) =1 (19)

Sustituyan
L
w= Z Qi YiXi
i=1
en la ecuacion anterior.

Nota: Recuerden las restricciones sujetas al problema de optimizacion
del dual. («; > 0)

v
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

L
w= Z a;YiXi
i=1
Al sustituir, se obtiene que
Ys(D kY Xy - Xs + b) =1 (20)

keS

donde S denota el conjunto de indices de los vectores de soporte, el
cual se construye al encontrar los indices i tales que «; > 0.
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

A partir de

Ys(D_ aryiXi - Xs + b) = 1 (21)
keS

calcular el valor de b.
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

A partir de

Ys(D_ aryiXi - Xs + b) = 1 (21)
keS

calcular el valor de b.

Multiplicando por ys, observando que y2 = 1:

YOO~ anyiXi - Xs + b) = ys
keS

= b=Yys— > oxVkXk- Xs
keS

(22)
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MVS Lineal

Resolucion del problema de optimizacion

Ahora, surge la pregunta sobre cudl o cuales vectores de soporte xs
utilizar para calcular b.

En la practica, se utiliza un promedio de todos los vectores en S:
1
b= Na Z(YS - Z akYkXk - Xs) (23)

S ses keS
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MVS Lineal

Conclusién

Valores Finales

El hiperplano separador 6ptimo es
w' -x+b=0

donde

L
w = Z Qi YiXi
i=1
1
b= (Vs — Y akYiXk - Xs)

Ns s€S keS
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