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Evaluacién de desempeino de modelos

Desde un punto de vista estadistico, las variables x; € X'y y; € Y son

variables aleatorias que toman valores de una distribucién de
probabilidad P(X, Y).
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Evaluacién de desempeino de modelos

Desde un punto de vista estadistico, las variables x; € X'y y; € Y son
variables aleatorias que toman valores de una distribucién de
probabilidad P(X, Y).

Pregunta

¢ Qué significa P(X = x, Y = y)?
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Evaluacién de desempeino de modelos

Desde un punto de vista estadistico, las variables x; € X'y y; € Y son
variables aleatorias que toman valores de una distribucién de
probabilidad P(X, Y).

Pregunta

¢ Qué significa P(X = x, Y = y)?

Respuesta

La probabilidad de que las variables aleatorias X y Y tomen los
valores x y y si se toma un objeto al azar del universo w.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Utilizamos un algoritmo A para aprender un modelo ¢, que aprende
del conjunto de datos £, que busca minimizar el valor esperado del
error:

Definicion: Valor esperado del error de prediccion

El valor esperado del error, también llamado error de generalizacién o
error de prueba, del modelo ¢, es

Err(oc) = Ex y[L(Y, oc(X))] (1)

donde L es una funcién de pérdida que mide la discrepancia entre dos
argumentos.

V
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Evaluacién de desempeino de modelos

Para el caso de clasificacién, la funcién de pérdida mas comun es la
cero-uno definida como:

L(Y, 02(X)) = 1(Y # (X)) ()

por lo que el error esperado se vuelve la probabilidad de clasificar
errbneamente un dato:

Err(er) = Ex,y[1(Y # oc(X))] = P(Y # (X)) 3)

¢ Por qué?: Esperanza de la funcion indicadora.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Para el caso de regresidn, vamos a usar el error cuadratico:

L(Y,pc(X)) = (Y = pc(X))? (4)

Con esta funcién de pérdida, el error de generalizacion se vuelve:

Err(pr) = Ex v[(Y — c(X))] S)
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Evaluacién de desempeino de modelos

@ En practica, la distribucién de probabilidad P(X, Y) no se conoce,
lo que hace que estimar Err(¢) sea imposible.
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Evaluacién de desempeino de modelos

@ En practica, la distribucién de probabilidad P(X, Y) no se conoce,
lo que hace que estimar Err(¢) sea imposible.

@ Tampoco es posible obtener un conjunto de datos virtualmente
infinito para estimar empiricamente Err(¢r).
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Evaluacién de desempeino de modelos

@ En practica, la distribucién de probabilidad P(X, Y) no se conoce,
lo que hace que estimar Err(¢) sea imposible.

@ Tampoco es posible obtener un conjunto de datos virtualmente
infinito para estimar empiricamente Err(¢r).

@ ;Como se estima Err(p,)?
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Evaluacién de desempeino de modelos
Estimacion de Err(p.)

Vamos a definir E(¢,, £) como el error promedio del modelo ¢ sobre
el conjunto £’ (puede ser diferente al conjunto £ que se utilizd para
entrenar ) como:

/ 1
E(@L,£)=W > Ly ec(xi) (6)
(xpy)eL

donde N’ es el tamafio del conjunto £'.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ La primer (y mas sencilla) forma de estimar el error de
generalizacion es la estimacién por resustitucion o estimacién del
conjunto de entrenamiento.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ La primer (y mas sencilla) forma de estimar el error de
generalizacion es la estimacién por resustitucion o estimacién del
conjunto de entrenamiento.

@ Consiste en estimar empiricamente Err(x) con el mismo
conjunto de datos £ que se utiliza para construir ¢:

——train — 1
Err (90£)=E(80£,E)=W > Ly, c(x) (7)
(xi,yeL
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ La primer (y mas sencilla) forma de estimar el error de
generalizacion es la estimacién por resustitucion o estimacién del
conjunto de entrenamiento.

@ Consiste en estimar empiricamente Err(p) con el mismo
conjunto de datos £ que se utiliza para construir ¢:

——train — 1
Err (90£)=E(90£,E)=W > Ly, c(x) (7)
(xi,yeL

@ Esta estimacion es mala, ya que ofrece un resultado optimista del
error generalizado ya que usa TODOS los datos (x;, y;) en L.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ La primer (y mas sencilla) forma de estimar el error de
generalizacion es la estimacién por resustitucion o estimacién del
conjunto de entrenamiento.

@ Consiste en estimar empiricamente Err(p) con el mismo
conjunto de datos £ que se utiliza para construir ¢:

——train — 1
Err (90£)=E(90£,E)=W > Ly, c(x) (7)
(xi,yeL

@ Esta estimacion es mala, ya que ofrece un resultado optimista del
error generalizado ya que usa TODOS los datos (x;, y;) en L.

@ Mundanamente, evaluar el error con todo el conjunto de datos.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ La segunda forma de estimar el error de generalizacion es la
estimacién del conjunto de prueba.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ La segunda forma de estimar el error de generalizacion es la
estimacién del conjunto de prueba.

@ Consiste partir £ en dos conjuntos disjuntos Liain Y Liest, l0S
conjuntos de entrenamiento y prueba, respectivamente.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ La segunda forma de estimar el error de generalizacion es la
estimacién del conjunto de prueba.

@ Consiste partir £ en dos conjuntos disjuntos Liain Y Liest, l0S
conjuntos de entrenamiento y prueba, respectivamente.

@ Por lo tanto, el error de generalizacién se estima usando el error
promedio sobre el conjunto de prueba con el modelo creado con
el conjunto de entrenamiento:

——test — 1
Err (SOC)=E(<PLtrain7£test)=W > LW ecenX))  (8)
(X, Y1) € Lrest
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ La segunda forma de estimar el error de generalizacion es la
estimacién del conjunto de prueba.

@ Consiste partir £ en dos conjuntos disjuntos Liain Y Liest, l0S
conjuntos de entrenamiento y prueba, respectivamente.

@ Por lo tanto, el error de generalizacién se estima usando el error
promedio sobre el conjunto de prueba con el modelo creado con
el conjunto de entrenamiento:

——test — 1
Err (¢L)=E(<Pctrain7ﬁtest)=ﬁ > LW ecenX))  (8)

(X, Y1) € Lrest

@ Mundanamente, realizar la particién prueba-entrenamiento,
entrenar con el de entrenamiento, y determinar el error con el de
prueba.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ Debemos tener cuidado con que Lyqin Y Liest S€aN independientes
uno del otro.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ Debemos tener cuidado con que Lyqin Y Liest S€aN independientes
uno del otro.

@ Ademas, deben de determinarse con la misma distribucioén.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ Debemos tener cuidado con que Lyqin Y Liest S€aN independientes
uno del otro.

@ Ademas, deben de determinarse con la misma distribucioén.

@ Lo cual se verifica si se eligen al azar de L.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ Debemos tener cuidado con que Lyqin Y Liest S€aN independientes
uno del otro.

@ Ademas, deben de determinarse con la misma distribucioén.
@ Lo cual se verifica si se eligen al azar de L.

@ Esta estrategia genera un error sin sesgo.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ Debemos tener cuidado con que Lyqin Y Liest S€aN independientes
uno del otro.

@ Ademas, deben de determinarse con la misma distribucioén.
@ Lo cual se verifica si se eligen al azar de L.
@ Esta estrategia genera un error sin sesgo.

@ Sin embargo, esta estrategia reduce el tamario del conjunto para
entrenar el modelo y, en consecuencia, puede que esta estrategia
no estime correctamente el error de generalizacién si £ es
pequeiio.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ Si £ es pequeno, se puede estimar mediante validacion cruzada
con K pliegues.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)
@ Si £ es pequeno, se puede estimar mediante validacion cruzada

con K pliegues.

@ Divide £ en K subconjuntos disjuntos L+, ..., Lk.
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Evaluacién de desempeino de modelos
Estimacion de Err(p.)

@ Si £ es pequeno, se puede estimar mediante validacion cruzada
con K pliegues.

@ Divide £ en K subconjuntos disjuntos L+, ..., Lk.

@ Para obtener una estimacion del error de generalizacion,
promedia el error de prediccidn sobre los pliegues Lk de los
modelos ¢z, entrenado con los datos restantes:

_Ir
En " Z E(pr/cis L) 9)
Ko
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ Si £ es pequeno, se puede estimar mediante validacion cruzada
con K pliegues.

@ Divide £ en K subconjuntos disjuntos L+, ..., Lk.

@ Para obtener una estimacion del error de generalizacion,
promedia el error de prediccidn sobre los pliegues Lk de los
modelos ¢z, entrenado con los datos restantes:

_Ir
Er ' Z E(pr/cis L) 9)
Ko

@ Ya que cada modelo ¢, ., Se entrena con casi todo £, todos
deben acercarse al modelo ¢, que se entrena con todo L.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ En consecuencia, las estimaciones E(gog/l;k, L) deben ser
cercanas a Err(pr)
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ En consecuencia, las estimaciones E(go[;/l;k, L) deben ser
cercanas a Err(pr)

@ Es mas caro computacionalmente, la validacion cruzada con K
pliegues tiene la ventaja de que utiliza todos los puntos (x, y) € £
para estimar Err(¢r).
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

@ En consecuencia, las estimaciones E(go[;/l;k, L) deben ser
cercanas a Err(pr)

@ Es mas caro computacionalmente, la validacion cruzada con K
pliegues tiene la ventaja de que utiliza todos los puntos (x, y) € £
para estimar Err(¢r).

@ El valor de K suele ser 10, el cual permite obtener estimaciones
estables y confiables [1].
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Evaluacién de desempeino de modelos

Estimacion de Err(p.)

Definicion: Error de generalizacion esperado

Como hemos mostrado, nuestro objetivo es estimar el error de
generalizacion Err(p ) condicionado al conjunto de aprendizaje L.
Una cantidad relacionada es el error de generalizacion esperado:

Ec[Err(pc)] (10)
donde (otra vez)

Err(pz) = Ex v[L(Y, pc(X))]

el cual promedia todo lo que sea aleatorio, incluido el ruido que tiene
el conjunto £ que se utiliza para entrenar . Esta cantidad es
cercana, pero diferente, a Err(¢,). Sin embargo, lo que las
estimaciones anteriores estiman es la Ec. (10) mas que la Ec. (1).
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Evaluacién de desempeino de modelos

Modelo de Bayes y Error Residual

@ Sila distribucion P(X, Y) se conoce, el mejor modelo, i.e., el
modelo g el error de generalizacién de la Ec. (1) se puede
derivar analiticamente e independiente del conjunto de datos L.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Modelo de Bayes y Error Residual

@ Sila distribucion P(X, Y) se conoce, el mejor modelo, i.e., el
modelo g el error de generalizacién de la Ec. (1) se puede
derivar analiticamente e independiente del conjunto de datos L.

@ Condicionando sobre X, el error de generalizacion se puede
reescrbir como

Ex,y[L(Y, ¢B(X))] = Ex[Ey x[L(Y, 0a(x))]] (11)
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Evaluacién de desempeino de modelos
Modelo de Bayes y Error Residual

@ Sila distribucion P(X, Y) se conoce, el mejor modelo, i.e., el
modelo g el error de generalizacién de la Ec. (1) se puede
derivar analiticamente e independiente del conjunto de datos L.

@ Condicionando sobre X, el error de generalizacion se puede
reescrbir como

Ex,y[L(Y, ¢B(X))] = Ex[Ey x[L(Y, 0a(x))]] (11)

@ El modelo que minimiza la Ec. (11) es aquel que minimiza el valor
esperado interno punto a punto:

¢p(x) = argmin Eyx_x[L(Y, y)] (12)
yey
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Evaluacién de desempeino de modelos

Modelo de Bayes y Error Residual

@ El modelo 5 se le conoce como modelo de Bayes y su error de
generalizacion asociado Err(pg) como error residual.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Modelo de Bayes y Error Residual

@ El modelo 5 se le conoce como modelo de Bayes y su error de
generalizacion asociado Err(pg) como error residual.

@ Representa el minimo error que cualquier modelo de aprendizaje
supervisado puede alcanzar.
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Evaluacién de desempeino de modelos
Modelo de Bayes y Error Residual

@ El modelo 5 se le conoce como modelo de Bayes y su error de
generalizacion asociado Err(pg) como error residual.

@ Representa el minimo error que cualquier modelo de aprendizaje
supervisado puede alcanzar.

@ Es el errorirreducible debido puramente a desviaciones aleatorias
en los datos.
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Evaluacién de desempeino de modelos
Modelo de Bayes y Error Residual

Definicion: Modelo de Bayes

Un modelo pg es un modelo de Bayes si, para cualquier modelo ¢
entrenado con cualquier conjunto de datos L, Err(vg) < Err(¢r)
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Evaluacién de desempeino de modelos
Modelo de Bayes y Error Residual

Para clasificacién, cuando L es la pérdida cero-uno, el modelo de
Bayes es:

pp(X) = argmin Ey|x_x[L(Y, y)]
yey

= argmin Ey x_x[1(Y, ¥)]
yey

: (13)
= argmin P(Y # Y|X = x)
yey
= argmax P(Y = y|X = x)
yey
Es decir, el mejor clasificador posible consiste en clasificar
sistematicamente la clase méas probable y € {cy,...,cs} dado X = x.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Modelo de Bayes y Error Residual

Para regresion, con el error cuadrético, el modelo de Bayes es:

¢p(X) = argmin Ey x_x[L(Y, y)]
yey
= argmin Ey|x_y[(Y - )] (14)
yey
=Eyxx[Y]

En otras palabras, el mejor regresor posible consiste en
sistematicamente predecir el valor promedio de Y en X = x.
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Evaluacién de desempeino de modelos

Modelo de Bayes y Error Residual

@ En problemas practicos, P(X, Y) es desconocida, y el modelo de
Bayes no se puede determinar analiticamente.
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Evaluacién de desempeino de modelos
Modelo de Bayes y Error Residual

@ En problemas practicos, P(X, Y) es desconocida, y el modelo de
Bayes no se puede determinar analiticamente.

@ En este contexto, la eficacia del modelo ¢, puede ser dificil de
evaluar ya que estimaciones de Err(p) pueden no ser indicativas
de la bondad de ¢ si se desconoce el error mas bajo posible

Err(¢s).
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Evaluacién de desempeino de modelos

Modelo de Bayes y Error Residual

@ En problemas practicos, P(X, Y) es desconocida, y el modelo de
Bayes no se puede determinar analiticamente.

@ En este contexto, la eficacia del modelo ¢, puede ser dificil de
evaluar ya que estimaciones de Err(p) pueden no ser indicativas
de la bondad de ¢, si se desconoce el error mas bajo posible

Err(¢s).

@ Si se llegara a conocer ¢g, entonces podriamos compara el error
del modelo con la estimacién del conjunto de prueba o validacion
cruzada.
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Descomposicion en Sesgo y Varianza

Recordemos que definimos el error de prediccion esperado en la
Ec. (1) como:

Err(oz) = Ex v[L(Y, pc(X))]

Ademas, el error de prediccion esperado de ¢, en X = x se puede
expresar como:

Err(oc(X) = By xx[L(Y, 0 (X))] (15)

En regresion, para el error cuadratico, esta ultima forma del error de
prediccion esperado se descompone aditivamente en términos de
sesgo y varianza que, en conjunto, constituyen un marco muy util para
el diagndstico del error de predicciéon de un modelo.
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Descomposicion en Sesgo y Varianza

En regresion, suponiendo que L es el error cuadratico, el error de
prediccion esperado de un modelo ¢, en un punto dado X = x se
puede reescribir con respecto al modelo de Bayes ¢g:

Err(p(X) = Eyjxox[(Y — ¢2(x))?]
= Eyixx[(Y — ¢8(X) + 0a(X) — ¢.(X))?]
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Descomposicion en Sesgo y Varianza

En regresion, suponiendo que L es el error cuadratico, el error de
prediccion esperado de un modelo ¢, en un punto dado X = x se
puede reescribir con respecto al modelo de Bayes ¢g:

Err(p(X) = Eyjxox[(Y — ¢2(x))?]
= Eyixx[(Y — ¢8(X) + 0a(X) — ¢.(X))?]

Terminar de desarrollar la expresion anterior.
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Descomposicion en Sesgo y Varianza

En regresion, suponiendo que L es el error cuadratico, el error de
prediccion esperado de un modelo ¢, en un punto dado X = x se
puede reescribir con respecto al modelo de Bayes ¢g:

Err(pc(X) = Eyjxoxl(Y — 2(x))?]
=Eyxx[(Y — ©8(X) + 08(X) — ¢ (X))?]
=Eyx=x[(Y — ©8(X))?] + Ey|x_x[(¢B(X) — 0(X))?]
= +Eyx=x[2(Y — ¢5(X))(v5(X) — pc(X))]
= Eyxx[(Y — ©8(X))?] + Ey|x_x[(#B(X) — 0c(x))?]
= Err(pp(X)) + (0B(X) — 0c(X))?

(16)

yaque Ey x_x[Y — ¢5(X)] = Ey|x_x[ Y] — ¢8(x) = 0 por la Eq. (14).
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Descomposicion en Sesgo y Varianza

Err(pp(X)) + (v8(X) — (X))
El primer término en la Ec. (16) corresponder al error residual

irreducible en X = x, mientras que el segundo representa la
discrepancia entre ¢, y el modelo de Bayes.
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Descomposicion en Sesgo y Varianza

@ Si asumimos ademas que el conjunto de datos £ es en si mismo
una variable aleatoria (muestreado de la poblacion w) y que el
algoritmo de aprendizaje es determinista ...

@ ... entonces la discrepancia esperada sobre £ con el modelo de
Bayes se puede volver a expresar en términos de la prediccion
promedio E.[¢(X)] sobre los modelos aprendidos de todos los
posibles conjuntos de aprendizaje de tamario N.
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Ecl(ea(X) = 0c(X)?] = Ecl(va(X) — Ecloc ()] +Ecloc(X)] — c(x))]
= Ecl(pa(X) = Ecloc (0] + Ec[(Eeloc(X)] — ¢c(X))?]
— +E.[2(08(X) — Ecloc(O)D(ELlps(X)] — ¢ (X))]
= Ecl(ps(X) — Ecloc (0] + E£[(Eeloc(X)] — ¢o(X))?]
= (p8(X) = Eclpc(0)])? + E£[(Eclpc(X)] — 0c(x))]

ya que Ez[Ec[ps(X)] — pc(X)] = Eclec(X)] — Eclpc(x)] =0
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Teorema

Para el error cuadratico medio, la descomposicién en sesgo y varianza

del valor esperado del error de generalizacion E.[Err(oz(Xx))] en X = x
es

E-[Err(¢,(x))] = noise(x) + bias?(x) + var(x) (18)
donde

noise(x) = Err(op(xX)),

bias?(x) = (v8(X) — Eclpc(X)])?,
var(x) = Ec[(Eclpc(X)] — ¢2(X))?]
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@ El primer término, noise(x), es el error residual. Es
independiente del modelo de aprendizaje y el conjunto de datos y
provee una cota inferior en el error de generalizacion.

@ El segundo término, bias?(x) mide la discrepancia entre la
prediccion promedio y la prediccion del modelo de Bayes.

@ El tercer término, var(x), mide la variabilidad de las predicciones
en X = x sobre los modelos aprendidos de todos los conjuntos de
aprendizaje posibles.
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ep (@)

Ep{pc()}
noise(x) var(z)

bias® (

Y

Figure 4.1: Residual error, bias and variance at X = x. (Figure inspired from
[Geurts, 2002].)

Figura: En la imagen, tanto el ruido como la varianza miden la dispersién de
ambas densidades. El sesgo mide la distancia entre las medias.
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@ ;Qué tiene que ver esto con la navidad?
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@ ;Qué tiene que ver esto con la navidad?

@ El teorema anterior revela el rol de la varianza en el error de
generalizacion esperado.
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@ ;Qué tiene que ver esto con la navidad?

@ El teorema anterior revela el rol de la varianza en el error de
generalizacion esperado.

@ Por lo tanto, una forma de reducir el error seria reducir el de
alguno de sus componentes, que resultan ser el sesgo y la
varianza.

Luis Norberto Zaiiga Morales Descomposicion en Sesgo y Varianza 28 de febrero de 2024 29/31



Descomposicion en Sesgo y Varianza

@ ;Qué tiene que ver esto con la navidad?

@ El teorema anterior revela el rol de la varianza en el error de
generalizacion esperado.

@ Por lo tanto, una forma de reducir el error seria reducir el de
alguno de sus componentes, que resultan ser el sesgo y la
varianza.

@ Vamos a enfocarnos en reducir en la varianza (asumiendo que el
sesgo no cambie demasiado).
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@ ;Qué tiene que ver esto con la navidad?

@ El teorema anterior revela el rol de la varianza en el error de
generalizacion esperado.

@ Por lo tanto, una forma de reducir el error seria reducir el de
alguno de sus componentes, que resultan ser el sesgo y la
varianza.

@ Vamos a enfocarnos en reducir en la varianza (asumiendo que el
sesgo no cambie demasiado).

@ Esto lo permite hacer los ensambles. La aleatorizacion que
introduce provoca perturbaciones en el proceso de aprendizaje ya
que jugamos con el conjunto de datos L.
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Tarea

Leer la tesis de Louppe [2], especificamente el capitulo 4.1, 4.2
(incluidas todas las sub secciones).

Nota: Parte de eso vendra en el examen.
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